KHBL TD 5 : Diagonalisation (2) 2025-2026

*
Exercice 1 Voir correction —

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie.

1) Montrer que si p est un projecteur de E alors p est diagonalisable et que rg(p) = tr(p).
2) Montrer que si s est une symétrie de E alors s est diagonalisable et que n — tr(s) est un entier pair.

*
Exercice 2 Voir correction —

Etudier la diagonalisabilité des matrices suivantes (on ne demande pas de les diagonaliser) :

-9 8 -5 0 6
1) A= (—18 15) 3)yC=13 1 -3
-3 0 4
6 -9 12
_ (11 -6 4) D=| -4 6 -8
2) B = <18 —10) -6 9 -—12
*
Exercice 3 Voir correction —
5 1 -1
On considére la matrice A= |2 4 -2
1 -1 3
0
1) Montrer que X1 = | 1 | est un vecteur propre de A, préciser la valeur propre associée & X.
1

2) Déterminer les autres valeurs propres de A.
3) Justifier que A est diagonalisable et déterminer P € M3(R) telle que P~ AP est diagonale.

* *
Exercice 4 Voir correction —

1 1 a
Pour tout a € R, on pose A(a) =1 1 1
2 2 2

1) Déterminer le rang de A(a) selon les valeurs de a € R.

2) Discuter de la diagonalisabilité de A(a) selon la valeur de a € R.
1
3) On note dans cette question A = A(1). Pour tout n € N*, calculer 4—nA”.

* *
Exercice 5 Voir correction —

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et A € R*. On considére 'endomorphisme f = A\-Idg (f est une homothétie
de rapport \) et un projecteur p € L(E) avec p # Idg et p # 0.

1) Montrer que A est une valeur propre de f o p. Quel est le sous-espace propre associé ?

2) Montrer que 0 est une valeur propre de f o p. Quel est le sous-espace propre associé ?
3) L’application f o p est-elle diagonalisable ?
4) Réciproquement, supposons que g soit un automorphisme de E tel que g o p soit diagonalisable avec pour seules
valeurs propres A et 0, a-t-on nécessairement g = A - Idg ?
*
Exercice 6 Voir correction —
a a
Soit @ € R et n > 1 un entier. Etudier la diagonalisabilité de A = o | et la diagonalisabilité de B = A — I,,.
a DRI a
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KHBL TD 5 : Diagonalisation (2) 2025-2026

* X %
Exercice 7 Voir correction —

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie.

1) Dans cette question, u et v sont deux endomorphismes de E avec u diagonalisable. Montrer que u et v commutent
si et seulement si tout sous-espace propre de u est stable par v.

2) Dans cette question, u et v sont deux endomorphismes diagonalisables de E. Montrer que u et v commutent si et
seulement si il existe une base B de diagonalisation commune a u et v.

* *
Exercice 8 Voir correction —

1) a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur le réel a pour que la matrice <0 (11> soit diagonalisable.

b) Trouver deux matrices de My(R) diagonalisables dont la somme n’est pas diagonalisable.
2) Soit A une matrice carrée diagonalisable. Montrer que A? est également diagonalisable.
cos(f)  sin(6) ?
3) a) Soit # € R, calculer <_ sin(6) cos(9)> .
b) Trouver une matrice A € M (R) non diagonalisable telle que A% est diagonalisable.

* *
Exercice 9 Voir correction —

Soit n € N*. On considére lapplication ), : R, [X] — R[X] définie pour tout P € R, [X] par ¢, (P)(X) = P(1 — X).
1) Montrer que 9, est un endomorphisme de R,,[X]
2) Calculer ¥, (1), 1, (X), ¥n(X?) et 1, (X3)
3)
4)

Montrer que v, est une symétrie.
On s’intéresse dans cette question au cas n = 3

a) Déterminer la matrice M de 15 dans la base canonique By
b) Déterminer Ker(¢s — Id) et Ker(ys + Id).
¢) Déterminer une matrice P telle que

1 0 0 0
_ 0 1 0 0
1 _
PoMP = 0 0 -1 0
00 0 -1
* X %
Exercice 10 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, soit « € R et f € L(FE).
Montrer que o est une valeur propre de f2 si et seulement si & ou —« est valeur propre de f.

*x *
Exercice 11 Voir correction —

On définit pour tout & € [0;3], fr : R — R, 2 — 2% e~ et on note B la famille (fo, f1, f2, f3). Soit E le sous-espace
vectoriel de C*°(R) engendré par B.

1) Montrer que B est une base de

2) Montrer que l'application w: f — f" — f” est un endomorphisme de E
3) Déterminer la matrice de u dans la base B
4) u est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?
* *
Exercice 12 Voir correction —

Pour une matrice A € M,,(R) on note C'(4) = {M € M, (R), MA =AM} le commutant de A.
. 1 sit=jeti<k

Pour 1 < k < n on note I}, la matrice de M,,(R) telle que (I1);; = { 0 sinon

1) Déterminer C(Ij).

2) Soit P une matrice inversible. Montrer que M appartient & C'(A) si et seulement si P~1 M P appartient & C(P~1AP).
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KHBL TD 5 : Diagonalisation (2) 2025-2026

3) Supposons que A est la matrice d’un projecteur. Déterminer C(A).

* X %
Exercice 13 Voir correction —

Soit n > 1 un entier et A € R, [z] un polynoéme fixé. Soit ¢ : R, [x] — R, [z], P — ¢p ou la fonction polynomiale ¢p
est définie par

Vz€R, ¢p(z)= A() /O P(t)dt — P(x) /0 A(t) dt

Dans la suite, on notera a = fol A(t) dt et Id Pendomorphisme identité de R, [X].
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[]
2) Soit A € R une valeur propre de ¢. Montrer que A € {0, —a}.
3) Montrer que Im(¢ + ald) C Ker (o).
4) En déduire que pour o # 0, on a Ker(¢ 4+ old) & Ker(¢) = R, [z]
5) A quelle condition ¢ est-il diagonalisable ?

Le coin des khiibes
*

Exercice 14 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit u € L(F). On définit application ¢ par :

¢:{ L(E) — L(E)

Vv = uUowvw

On note Idz(g) et Idg les fonctions identités des espaces L(E) et E.

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).
2) Montrer que Spec(¢) C Spec(u).
3) En considérant des endomorphismes particuliers de E, montrer que Spec(¢) = Spec(u).
4) Soit A € Spec(u)
a) Montrer que
v € Ker(¢ — Mdg(g)) <= Im(v) C Ker(u — Mdg)
b) En déduire dim(Ker(¢ — Mdz(gy))
¢) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si ¢ est diagonalisable.

*
Exercice 15 Voir correction —

(D’apreés écrits ENS 2023)
On considére un entier n > 1 et 'application linéaire ¢ : R2"*1 — R27+1 définie par

o(x1, T2, T3, ..., Ton, Tant1) = (T2, 21 + T3, T2 + T4, ..., Tan—1 + Tont1, Ton)
1

2

) Quelle est la matrice de ¢ dans la base canonique ?
)
3) Déterminer le rang de ¢
)
)

Déterminer une base du noyau de ¢.

4) A-t-on Ker(p) @ Im(p) = R?"+17?
5) Soient a et b deux réels. En étudiant la partie imaginaire de e?®(e? +e~%®), montrer que

sin(a + b) + sin(a — b) = 2 cos(b) sin(a)

6) Soit k€ {1,2,...,2n+ 1} et 0 = . On consideére le vecteur

2n+2
vg = (sin(6), sin(26),sin(36), ..., sin((2n + 1)6))
a) Pour j € {1,...,2n 4+ 1}, montrer que la j-eéme coordonnée de ¢(vy) est

sin((j — 1)0) + sin((j + 1)6)

b) Montrer que vy est un vecteur propre de ¢, préciser la valeur propre associée.
¢) La matrice de ¢ est-elle diagonalisable ?

() DS 3/15

BY NC



KHBL TD 5 : Diagonalisation (2) 2025-2026

Correction des exercice

Correction de ’exercice 1 :

1) On a E = Ker(p) ® Im(p) = Ker(p) ® Ker(p — Id) car on a : z € Im(p) < p(z) = z <= (p — Id)(z) = 0 (la premiere
équivalence est du cours). En prenant une base B’ = (eq, ..., e,) de Ker(p) et une base B” = (e,41, ..., e5) de Im(p) on
obtient une base B de E en concaténant les deux base : B = (€1, ..., €, €r41, ..., €p).

Pour tout ¢ € {1,...,r} on a p(e;) = 0 et pour tout ¢ € {r +1,...,n} on a p(e;) = e; donc la matrice de p dans la base
B est diagonale :

00 --- 0 0

00 --- 00

Mg(p) = : .. :

o0 --- 10

00 --- 01
Le nombre de 1 sur la diagonale est égale a la dimension de Im(p) c’est a dire a rg(p), et on a aussi tr(p) = 1+1+---+1 =

rg(p)-

2) s est une symétrie de E donc on a F = Ker(s — Id) @ Ker(s 4 Id). En prenant une base B’ = (eq, ..., ;) de Ker(s —Id)
et une base B” = (ey41,...,e,) de Ker(s + Id) on obtient une base B de E en concaténant les deux base : B =

(ela vy €y Epg1y eeny en)'
Pour tout i € {1,...,7} on a s(e;) = e; et pour tout i € {r +1,...,n} on a s(e;) = —e; par définition de Ker(s —Id) et
Ker(s +Id), donc la matrice de s dans la base B est diagonale :

10 --- 0 0
01 --- 0 0
Mg(s) = : .. :
00 -~ =1 0
o0 --- 0 -1

Le nombre de 1 sur la diagonale est égal & dim(Ker(s —1Id)) = r et le nombre de —1 est égal & dim(Ker(s+1d)) =n—r.
Ainsion a :

n—tr(s)=n—(r—(n-r))
=2n —2r
=2(n—r)

donc n — tr(s) est bien un entier pair.
Correction de I’exercice 2 :
1) Soit A € R.

A est valeur propre de A ssi A — AI n’est pas inversible

ssi det(A — M) =0

. 9-A 8
SS’ldet<—18 15—)\>0

ssi (—9—A)(15—A\)+144=0
ssi A2 —6A+9=0
ssi (A —3)*=0
ssiA=3
Donc 3 est I'unique valeur propre de A. Si A était diagonalisable, il existerait une matrice inversible P telle que

A=p! ((3; g) P =3P~ '[P =3I. Or A # 3I donc A n’est pas diagonalisable.

2) Soit A € R.

A est valeur propre de B ssi B — A\I n’est pas inversible
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ssi det(B — ) =0

ssi (11 — A)(—10 — \) + 108 = 0
ssi A2 —A—2=0

ssiA=2 ou A=-—1

donc A a deux valeurs propres : —1 et 2. Comme A a deux valeurs propres distinctes et qu’elle est d’ordre 2, elle est
diagonalisable et elle est semblable & la matrice :
2 0
G %)

3) Soit A € R. X est valeur propre de C si et seulement si C' — AI n’est pas inversible, si et seulement si rg(C' — A\I) < 3.

—5—=A 0 6
rg(C — M) =rg 3 1-x -3
-3 0 4-A

-3 0 4— )\
=T1g 3 1-A -3 (Ll 4 Lg)
—5—=A 0 6
-3 0 4— ) Ll
=rg| 0 1-A 1-A (Lgﬁfgfgsi»)

0 0 6-36+NMA-N

Donc rg(C — M) est de rang < 3 si et seulement si 1 — X =0 ou 6 — (5+ \)(4 — ) = 0. On résout et on trouve A = 1

ou A = —2. Ainsi 1 et —2 sont les seules valeurs propres de A, il faut étudier la dimension des sous espaces propres
associés :
-6 0 6
rg(A-I)=rg| 3 0 -3
-3 0 3
=1 (car deux colonnes colinéaires et une troisiéme nulle)
-3 0 6
rg(A+2)=rg| 3 3 -3
-3 0 6
-3 0 6
=rg| 3 3 -3
0 0 0
=2 (car deux lignes non nulles linéairement indépendantes et une troisieme nulle)

donc en appliquant le théoréme du rang dim(Ker(A — I)) = 2 et dim(Ker(A + 27)) = 1. Comme dim(Ker(A —I)) +
dim(Ker(A + 2I)) = 3 on en déduit que A est diagonalisable, elle est semblable & la matrice :

1 0 O
01 0
0 0 -2

4) On remarque que les lignes de D sont deux & deux colinéaires et non nulles donc rg(D) = 1. Ainsi dim(Ker(D)) = 2
d’apres le théoreme du rang, donc 0 est valeur propre et le sous-espace propre associé est de dimension 2.

Raisonnons par I’absurde et supposons que D est diagonalisable et que A € R est son autre valeur propre. Alors A # 0

A0 0
(sinon la dimension de Ker(D) serait 3) et D est semblable & la matrice {0 0 0| dont la trace est A. Or deux
0 00

matrice semblables ont la méme trace, donc tr(D) = X. Or tr(D) = 0 donc A = 0, contradiction. On en conclut que D
n’est pas diagonalisable.

511
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Correction de 1’exercice 3 :

0
1) AX =1[2] =2X avec X # 0 donc 2 est valeur propre de A et X est un vecteur propre associé a 2.
2

2) Cherchons s’il existe A € R tel que A — X - I3 ne soit pas inversible.

5-x 1 -1
A-XN-L=| 2 4-x =2
1 13-\
1 13-
P ha T B R S
5-x 1 -1
. LQ;L272§1L 1 -1 3—A
i LN 2\ —8
0 6-X —1—B-=XN05-2X)
1 -1 3\
Joolsla (g g\ 2\ —8

0 0 —1-B-XN0B-X—-2\+8

Cette matrice est non inversible si A = 6 ou si —1 — (3 — A\)(5 — A) — 2\ + 8 = 0 c’est & dire si —A\? + 6\ —8 = 0. On
trouve deux solutions : A =2 et A =4.
On a donc montré que A — A3 était non inversible si et seulement si A € {2;4;6} donc A a trois valeurs propres,
Sp(A) = {24 6}.

3) dim(R?) = 3 et A a trois valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable (dim(F2) + dim(E,) + dim(Eg) > 3 donc
dim(Es) + dim(Ey) + dim(Eg) = 3 = dim(R?)).
Puisque chaque sous-espace propre est de dimension au moins 1, on en déduit qu’ils sont tous de dimension 1. Cherchons
un vecteur propre associé a chaque valeur propre.

0
On sait déja que X; = [ 1| est associé a la valeur propre 2, on a donc Fy = Vect (X7).
1
x
Soit X = | y | € M31(R) un vecteur colonne quelconque.
z
Sr+y—2z = 4dx
AX =4X <= ({ 2x+4y—22z = 4y
rT—y+3z = 4z
x+y—z = 0
— 20 -2z = 0
r—y—z2 = 0
r = z
y = 0
1
donc Xo = [ 0] est un vecteur propre associé a la valeur propre 4, on a donc E4 = Vect (X3).
1
Sr+y—z = 6x
AX =6X =<—= (¢ 2z+4y—2z = 06y
r—y+3z = 6z
—x+y—2z = 0
1 2r—-2y—2z = 0
r—y—3z = 0
{ z =0
<~
x =y
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1
donc X3 = [ 1] est un vecteur propre associé a la valeur propre 6, on a donc Eg = Vect (X3).
0
La famille (X, Xo, X3) est une base de R? (cours). Si P est la matrice de passage de la base canonique & (X1, Xo, X3)
2 00 0 1 1
ona P7'AP= (0 4 0].La matrice de passage Pest P= |1 0 1
0 0 6 1 10

Correction de 1’exercice 4 :

1)

11 a
rg(A)=rg {0 0 1—a
0 0 2—2a
11 a
=1g|({0 0 1—-a
00 O
Sia=1lonarg(A)=1,etsia#1onarg(4)=2.
2) Pour tout réel a et tout réel A on a :
1—-A 1 a
rg(A(a) — M\l3) =rg 1 1—A 1
2 2 2—-A
2 2 2—-A
=rg 2 2—2X\ 2
2-2A 2 2a
2 2 2—-X
=rg |0 —2X A
0 2-2(1—X) 2a—(2-XN)(1-2))
2 2 2-X
=rg (0 -2\ A
0 2\ 2a—2+3\—)\?
2 2 2—-A
=rg |0 —2X A

0 0 2a—2+4X— )2

donc lorsque a = 1, A admet deux valeurs propres : 0 et 4 avec dim(Ker(A4)) = 2 et dim(Ker(A — 4I)) > 1 donc
dim(Ker(A4)) + dim(Ker(A — 4I)) = 3 donc A est diagonalisable.

Lorsque a # 1, 0 est valeur propre de multiplicité 1. Posons P(A\) = 2a — 2 + 4\ — A2, A = 16 + 8a — 8 = 8 + 8a.

Si a < —1, alors A < 0 donc P n’a pas de racines, donc A n’a pas d’autres valeurs propres donc A n’est pas
diagonalisable.

Sia > —1, alors P a deux racines distinctes non nulles (car 2a — 2 # 0) donc A admet trois valeurs propres distinctes
donc A est diagonalisable.

2 2 0
Sia = —1, alors P admet 2 comme unique racine, et rg(A —2I3) =rg [ 0 —4 2| donc dim(Ker(A4 — 2I3)) = 1. Les
0 0 O
seules valeurs propres de A sont 0 et 2 et elle sont chacune une multiplicité égale a 1, donc A n’est pas diagonalisable.
1 1 1 4 4 4 16 16 16 R U
3) OnaAd= |1 1 1|doncA%?= (4 4 4] puisd®= |16 16 16 |.On peut conjecturer que A" = | 47~1 4n-1 4n-1
2 2 2 8 8 8 32 32 32 4m 4n 4m

/

4"=1 A et le prouver par récurrence : si ’égalité est vraie pour un entier n il vient :

An+1 — 4n71A2 — 4n714A — 4nA
donc elle est vraie pour I'entier n + 1.

1
On en conclut : Vn € N, 4—RA” = EA.

s
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Correction de 1’exercice 5 :

1) p est un projecteur non nul donc Im(p) # {0} donc il existe x € E avec x # 0 tel que p(x) = x.
Ainsi, (f op)(x) = f(z) = A\x par définition de f, donc A est une valeur propre de f o p et  est un vecteur propre
associé a .
Pour tout z € F/, on a

f(p(z)) = A <= A\p(x) = A\
— plx)== car A\ £ 0
<= z € Im(p)car p est un projecteur

Ainsi, le sous espace propre de f o p associé a A est Im(p).

2) p # Id donc Ker(p) # {0}. Soit « € Ker(p) avec x # 0, alors f(p(z)) = f(0) = 0 donc 0 est valeur propre de f o p.
Pour tout x € E, on a

f(p(x)) =0 <= Mp(z) =0 = p(z) =0

car A # 0. Ainsi, f(p(x)) =0 <= = € Ker(p) donc le sous espace propre de f o p associé & 0 est Ker(p).

3) Puisque p est un projecteur, Im(p) @ Ker(p) = F, donc E est la somme directe des sous-espace propre de f op. On en
déduit que f op est diagonalisable.

4) Pas nécessairement, par exemple dans R? si p est le projecteur sur Vect ((1,0)) parallelement & Vect ((0,1)) et que
g: (z,y) = (Az, Az +y), alors g est un automorphisme de R? et on a g o p(x,y) = g(z,0) = Az, \x) = X - (z,2).
Ainsi, gop = \-q ou q est le projecteur sur Vect ((1, 1)) parallelement & Vect ((0,1)) donc gop admet bien deux valeurs
propres A et 0 d’apres les 3 premieres questions, mais g # X - Id.

Correction de I’exercice 6 :
Si a =0, alors A est diagonale et B = —1I,, est diagonale. Supposons donc a # 0.
1 na 1 1

On remarque que A- | 1 | = | : | =na- | : | donc na est une valeur propre de A et [ : | est un vecteur propre associé
1 na 1 1

a na.

De plus, A est de rang 1 donc dim(Ker(A4)) = n—1 d’apres le théoréme du rang. Si on note E) le sous-espace propre associé

a la valeur propre A, on a dim(Fy) = n — 1 et dim(F,,) > 1. Puisqu’ils sont en somme directe on a dim(Ey & E,,) > n et

dim(Ey @ Eyq) < n par inclusion. Donc Ey @ E,,, = M, 1(R) par égalité des dimensions. Ainsi, A est diagonalisable, elle est

na 0 --- 0

0 0 --- 0
semblable a la matrice

0 0 --- 0

On remarque que X € Ker(A) <= AX =0« (A-I1,)X = -I1,X < BX = —X. Ainsi, —1 est valeur propre de B et
le sous-espace propre associé & cette valeur propre est Ker(A).

1 1
On remarque également que B- [ 1 | = (na—1)- | : | donc na — 1 est valeur propre de B et un vecteur propre associé
1 1
1 1
est | © |. Puisque ce vecteur n’est pas dans Ker(A), on en déduit que Ker(A) et Vect : sont en somme directe donc
1 1
1
par égalité des dimensions Ker(A) & Vect = M, 1(R). Ainsi B est diagonalisable, elle est semblable & la matrice
1
na—1 0 o --- 0
0 -1 0 0
0 0 -1
0 B | . |

Correction de 1’exercice 7 :
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1)

Supposons que u et v commutent, et soit Ey un sous espace propre de u associé a une valeur propre .
Soit x € E}y, alors u(v(z)) = v(u(z)) = v(Ax) = Av(z) donc v(z) € Ey. Ainsi, E) est stable par v.
Supposons maintenant que tout sous-espace propre de u est stable par v.

Si E\ est un sous-espace propre de associé & une valeur propre A de u, alors pour tout x € Ejy, u(v(x)) = lv(x) car
v(z) € Ey par stabilité, et v(u(z)) = v(Ax) = Av(z). Ainsi, les restrictions de uowv et de vowu & E) sont égales.

u et v commutent sur chaque sous espace propre donc commutent sur E. En effet, F est la somme directe de tous les
sous-espaces propres associés aux valeurs propres de u car u est diagonalisable.

Supposons que u et v commutent. Alors tout sous espace propre de u est stable par v. Soit E) un sous-espace propre
de u, et notons F,, , ..., E,,  les sous-espaces propres de v. Montrons qu’alors on a :

FEy = (E)\ﬂEul)@"'@(E)\ﬂE T)
L’inclusion D est évidente. Réciproquement, si x € Ej, il existe (z1,...,2,) € E,, X --- X E, tel que
r=x1+ -+, (1)

et il reste & montrer que pour tout i € [1,7], z; € Ey. En composant par « dans (1) on obtient :

Az =u(xy) + -+ u(z,)
et pour tout i € [1,r], E,, est stable par v donc u(z;) € E,,. En multipliant par A dans (1) on obtient :

AL =Ax1 + -+ Az,

et par unicité de la I’écriture dans une somme directe on en déduit :

u(ry) =Ary 5 u(w)=Ave ; -+ su(z,) = Az,

donc on a bien z1,...,z, € Ej et donc pour tout i € [1,r], z; € ExN E,,. On a donc montré que Ex = (ExNE,,) ®
@ (EAN E,,).

Ainsi la restriction de v & F est un endomorphisme de E) (car il est stable par v) diagonalisable (car E) s’écrit comme
somme de sous-espace propre de v|g, ). Il existe donc une base By de E) composée de vecteurs propres de v.

La réunion de toutes les bases ainsi crées pour chaque valeur propre de u est une base de E dans laquelle u est diagonale
(car elle I'est dans n’importe quelle base de vecteurs propres) et dans laquelle v est diagonale (car elle I'est pour chaque
restriction a E}).

Supposons réciproquement qu’il existe une base commune 5 de diagonalisation & u et v. Notons (e1, ..., e,) les vecteurs
de cette base. Alors pour tout ¢ € {1,...,n}, e; est un vecteur propre de u associé & une valeur propre \; et e; est un
vecteur propre de v associé & une valeur propre p;. On a donc u(v(e;)) = u(pie;) = piie; et v(u(e;)) = v(ie;) = pidie;
donc u(v(e;)) = v(u(e;)). Ceci étant vrai pour chaque vecteur de la base, on a uov =vou.

Correction de 1’exercice 8 :

)

2)

3)

a) C’est une matrice triangulaire supérieure donc la seule valeur propre de 0 Cll est 1. Ainsi, elle est diagonalisable

si et seulement si elle est semblable a ((1) (1)> = I5. Or, g’il existe P tel que ((1) (11) = PI,P~ ! alors ((1) ?) =1

1
(la seule matrice semblable a la matrice identité est la matrice identité). Ainsi, 0 Cll) est diagonalisable si et

1
seulement si (O C{) = I si et seulement si a = 0.

b) Considérons la matrice A = (1 1> et B = (O O) . La premiere est diagonalisable car elle a deux valeurs propres

0 0 0 1
distinctes, 1 et 0, et la seconde est déja diagonale. De plus, A + B = (é 1) n’est pas diagonalisable d’apres la
question 1)a).

Il existe D une matrice diagonale et P une matrice inversible telles que D = P~'AP. Alors D?> = P"1APP AP =
P~YAIAP = P71A%P. Or D? est diagonale (ses coefficients diagonaux sont ceux de D élevés au carré), donc A2 est
semblable & une matrice diagonale donc diagonalisable.
) cos(f)  sin(0) ? _ cos? § — sin” 0 sinfcosf +sinfcosf\ [ cos(20) sin(26)
—sin(f) cos(f)) — \—sinfcos® — sinf cos —sin? 0 + cos? 0  \—sin(20) cos(26)

QOB
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b) En posant § = 7 dans la question précédente, on trouve que A = (_01 é) et A2 = <_01 _01)
Pour tout A € R, det(A — A3) = A2 +1 > 1 > 0 donc A n’a pas de valeurs propres, elle n’est donc pas
diagonalisable. A? est diagonale donc diagonalisable.

Correction de ’exercice 9 :
1) Soient P et @ deux polynomes de R, [X], et soient (A, u) € R%. Alors

Pn(AP + pQ)(X) = (AP + pQ)(1 — X)
=AP(1—-X)+pQ(1 - X)
= M (P)(X) + 10 (Q)(X)
= (Apn(P) + ptpn (Q))(X)

donc 1, est une application linéaire. Pour montrer que c’est un endomorphisme de R,[X], il faut montrer que
Yo (R, [X]) C R, [X]. Soit P € R,[X], il existe (ag,a1,...,a,) € R"! tels que P(X) = Y}_,ar X" donc 1, (P)(X) =
P(1-X) =Y _gar(l—X)* =3} gax Zf:o (?)(_1)iXi'
Pour tout k € [0,n] et tout ¢ € [0,k], 0 <4 <n donc P(1 — X) € R,[X]. Ainsi, ¢, (R,[X]) C R,,[X] donc finalement
¥y, est bien un endomorphisme de R, [X].

n(1) =
ba(X) =1~
Y (X?) = (1 X)2=X2—2X+1

z/)n(X3) (1-X)3=-X3+3X2-3X+1
3) Soit P € R,[X] quelconque, alors

2) ¥

Un(Yn(P))(X) = ¢n(P)(1 — X)
=P(1-(1-X))
= P(X)

donc ¥y, 0 Py, = Idg, [x], ainsi ¥, est une symétrie de R,,[X].

4) a) D’apres la question 2., la matrice de 13 dans la base canonique est

1 1 1 1
0 -1 -2 -3
M= 0 O 1 3
0 O 0 -1

b) Ker(ds — 1d) = (P € Ry[X] | P(1 - X) = P(X)}
Soit P = azX® + asX? 4+ a1 X + ag € R,[X] un polynéme quelconque

P € Ker(y3 — Id) &= P(X) = P(1 — X)
< (13X3 +CL2X2+LL1X+CLO = (13(1 —X)3+a2(1 7X)2 +a1(1 7X)+CL0

< (13X3 +CL2X2 +a1X+ao = 7(13X3 —+ (3(13 +a2)X2 + (73@3 — 2a2 70,1)X+a3 +as +a1 +ap

as = —as
as = 3as+a
2 3 2
ap = —3az— 2as —a
ag = az+az2+a;+ag
az = 0
<
a; = —az

<:>P:a2X2—a2X—|—ao

car deux polynémes sont égaux si et seulement si tous leurs coefficients sont égaux. Ainsi, Ker(vs — Id) =
Vect (X% — X 5 1).
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P € Ker(y)s +1d) <= P(X) = —P(1 — X)

<~ CL3X3 +a2X2+a1X—i—a0 = —a3(1 —X)3 —CLQ(l —X)2 —a1(1 = X) —ag

= CL3X3 + (1,2)(2 + a1 X +ag = CL3X3 + (—3@3 — ag)X2 + (3@3 + 2a9 + a1)X + (—(lg —ag —a; — ao)

a3 = das

as = —3&3—(12
= a1 = 3az+2a2+a;

ap = —az —az — a3 — Qo

a9 = —%ag
<~ 1

ayg = —5((11 +a2+a3)

3 1 1
<~ P = CL3X3 — §G3X2 + a1 X — 5(0,1 — 50,3)
3 1 1

<:>P€Vect<X3—2X2+4; X—2>

<= P € Vect (4X% —6X%+1; 2X — 1)

donc Ker(y) + Id) = Vect (4X® —6X2+1; 2X — 1)

10 0 O
9 ) 3 9 . 01 0 O .
¢) Dans la base (X% — X ; 1; 4X° —6X?+1; 2X — 1), la matrice de 93 est 00 -1 ol La matrice de
00 0 -1
o 1 1 -1
. . -1 0 0 2 _
passage de la base canonique vers cette base est la matrice P = 1 0 -6 0 et on a alors PT"MP =
0 4 0
10 0 O
0 1 0 0
00 -1 0
00 0 -1
Correction de I’exercice 10 : Un sens est facile : si « est valeur propres de f (respectivement —a), alors il existe x € E
avec = # 0 tel que f(z) = az (respectivement f(x) = —ax) et on a alors f2(z) = f(f(z)) = af(z) = o’z (respectivement
f(f(2) = f(—ax) = —af(z) = (—a)?xr = o®x). Dans tous les cas, a? est donc valeur propre de f.

Montrons la réciproque : supposons que o soit valeur propre de f. Alors f —a?Id n’est pas inversible, donc (f —ald)o(f+ald)

n’est pas inversible. Si g et h sont deux endomorphismes inversibles, alors g o h est également inversible. Par contraposée si

(f —ald) o (f + ald) n’est pas inversible on en déduit que soit f — ald n’est pas inversible, soit f 4+ ald n’est pas inversible,

et donc que « est valeur propre de f ou —a est valeur propre de f.

Correction de ’exercice 11 :

1) Par définition de E, B est une famille génératrice de E. Montrons qu’elle est libre : soit (Ao, A1, A2, A3) € R* tels que

Aofo+ A1 fi+ A2 fo+ As - fs =0 (Papplication nulle).
Alors Vo € R, Ape @+ e @+ x?e ™ +A322e™® = 0. Or e™® # 0 donc A\g + A& + Aox? + A3z3. Ceci étant vrai
pour tout z, on en déduit que le polyndéme Ao + A1 X + A2 X2 4+ A3 X3 est le polyndme nul donc que tous ses coefficients
sont nuls, ainsi (fo, f1, f2, f3) est libre. C’est donc finalement une base de E.

2) Montrons que u est une application linéaire.
Soient (f,g) € E et (\, ) € R?. Alors
u(Af+pg) = Af+pg) —Nf+ug)" =M +ug — A" —png”" =X — f")+ w9’ — ¢"”) par linéarité de la dérivation.
Ainsi, u(Af 4+ pg) = Au(f) + pu(f) donc u est une application linéaire.

Montrons que u(E) C E. Soit f € E, il existe (Mg, A1, A2, \3) € R*tel queVa € R, f(z) = Age ™ * + \we @ +hx?e % 4 A3z e

f est de classe C*> car z +— e~ * ’est par composition de fonctions C*> et x — z™ ’est pour tout n € N.

Vo € R, f’(x) = —/\0 e * +A1 e * -1z e " +2Xo0x e ” —>\21‘2 e’ +3)\3$2 e * —>\32133 e ”
= (/\1 — )\0) e’ +(2)\2 — )\1)$ e " +(3>\3 - /\2)1‘2 e’ —)\3333 e ”

donc f’ € FE, et de méme
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Vo € R, f”(:l?) :(2)\2 — 2/\1 + )\0) e’ +(6)\3 — 4)\2 + /\1)58 e’ +(*6/\3 + )\Q)I2 e * +)\3I3 e ”

donc f” € E, ainsi f' — f” € E donc u est bien un endomorphisme de E. De plus, on a

Ve e R, (f — f")(x) = (=2Xa +3X1 —2X0) e 7 +(—6A3 + 6Xa — 2X\1)z e " +(9A3 — 2X0)z% e ™% —2X32% 77

donc

Matg(u) =

4) wu est triangulaire supérieure avec des coefficients non nuls sur la diagonale donc elle est inversible.

-2 0 0 0
c e s . . . . .10 -2 0 0
Si u était diagonalisable, sa seule valeur propre serait —2, et la matrice de u serait donc semblable a 0 T
0 0 0 -2

—2 . I,. Ainsi il existerait P € My(R) inversible telle que Matg(u) = P x (—=2I) x P~! = —2PIP~! = —2] et u serait
une homothétie de rapport —2. Or u n’est pas une homothétie donc u n’est pas diagonalisable.

Remarque : une application linéaire (respectivement une matrice) qui n’a qu’une seule valeur propre A\ n’est diago-
nalisable que si cette application est A -Id (respectivement cette matrice est A1)

Correction de 1’exercice 12 :
1) Soit M € C(Iy). Alors M I = I M. Si on note Cy,Cy,...,C, les colonnes et L1, Lo, ..., L, les lignes de M on obtient

Ly

Ly

0 -~ 0
donc M € C(I}) si et seulement si (¢ > k) ou (j > k) = M, ; =0, c’est a dire si et seulement si on peut I’écrire comme

Aé[k g > avec My, € My(R).
Ainsi C(Iy) = Vect ((E; j)1<i,j<k) ou (E; ;) est la base canonique de M, (R).

2) M € C(A) <= MA = AM <= P 'MAP = P'AMP < P 'MPP AP = P"'APP'MP < P 'MP ¢
C(P~1AP)

3) Si A est la matrice dans une base B d’un projecteur p € L(E) avec E un R-e.v. de dimension n, alors A est diagonalisable
avec pour seules valeurs propres 0 et 1, il existe donc une base de E dans laquelle la matrice de ce projecteur est Iy,
avec k = rg(p). A est donc semblable & I}, : il existe P € M, (R) inversible telle que I}, = P~1AP.

une matrice par bloc de la forme M = <

D’apres la question précédente, M € C(A) < P 'MP € C(P7'AP) < P 'MP € C(I;) — P 'MP ¢
Veet ((Bij)i<ij<k)-
Si on pose F = Vect ((E; j)1<i j<k), on a C(A) = {PMP~' | M € F}
Correction de I’exercice 13 :
1) Montrons que ¢ est a valeurs dans R, [z] : soit P € R, [z]. Alors fol P(t) dt est un réel, donc x — A(x) fol P(t)dt est

une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & n car A en est une. De méme, z — P(z) fol A(t)dt = aP(x) est
une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & n donc par somme on a bien ¢p € R, [z].

Montrons que ¢ est linéaire : soient P,Q € R, [z] et A\, u € R. Alors

Ve €R,  oapiu(x) = A(x)/o (AP(t) + pQ(t)) dt — (AP(z) + pQ(z))

— () /O P(t)dt + pA(z) /O P(t)dt — A\aP(z) — paP(x)
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= Ap(z) + oo (@)

donc pap+u@ = App + pgq et donc ¢(AP + uQ) = A (P) + pd(Q).
2) Soit A € Sp(¢) et soit P un vecteur propre associé & cette valeur propre. Alors P # 0 et ¢p = AP donc

vz eR, A(z) / Py di - aP(x) = \P()

d’ou
Ve e R, A(z) /1 P(t)dt = (A + «a)P(x)
0

En intégrant sur [0; 1] de chaque c6té par rapport & la variable x on obtient :

/OlA(a:)dm/OlP(t)dt:()\+a)/01p($)dm

/ ) dt = )\/ dac—f—oz/P
)\/0 P(x)dx =

donc A =0 ou fo xz)dz = 0. Si fo z)dz = 0 alors Vo € R, ¢p(x) = —aP(x) et alors A = —a. On a donc bien
A=0o0ul=—a.

donc

3) Soit @ € Im(¢ + aId) Il existe P € R, [z] tel que Vx € R, Q(z) = ¢p(x) + aP(x) fo
Posons 6 fo t) dt, pulsque Q = B x A il suffit par linéarité de montrer que A € Ker(d)). Or Ve € Rypa(z) =
fo t)dt — fo t)dt = 0 par définition de ¢. Ainsi Q € Ker(¢) donc finalement Im(¢ + ald) C Ker (o).

4) Pour a # O7 Ker(qS —|— old) et Ker(qS) sont deux sous-espaces propres associés & des valeurs propres distinctes (0 et «)
donc ils sont en somme directe d’apres le cours.

De plus, d’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(¢ + aId)) = dim(R,,[x]) — rg(¢ + ald). Or rg(¢ + ald) < dim(Ker(¢))
d’apres la question précédente donc dim(Ker(¢ 4+ ald) > dim(R,,[z] — dim(Ker(¢)).

D’apres la formule de Grassmann, on a dim(Ker(¢ + ald) @ Ker(¢)) = dim(Ker(¢ + ald)) + dim(Ker(¢)) car Ker(¢ +
ald) NKer(¢) = {0} donc dim(Ker(¢ + ald) ® Ker(¢)) > dim(R,[z]) — dim(Ker(¢)) + dim(Ker(¢)) > dim(R,,[z]).
Puisqu’on a Ker(¢ + ald) & Ker(¢) C Ry,[z] on a dim(Ker(¢ + old) @ Ker(¢)) < dim(R,[z])) donc on a finalement
égalité des dimensions, et enfin par inclusion et égalité des dimensions on obtient Ker(¢ + ald) ® Ker(¢) = R, [z].

5) D’apres la question précédente, si a # 0 alors R, [z] et la somme directe de deux sous-espaces propres de ¢ donc ¢ est
diagonalisable.

Si a = 0, alors ¢p(z) = fo t)dt. On remarque qu’alors ¢p(¢pp(x)) = fo t)dt x fo t)dt = 0,
donc ¢% = 0. La seule Valeur propre p0551ble de ¢ est donc 0. La matrice dlagonale avec des 0 sur la dlagonale est la
matrice nulle, et la seule matrice semblable a la matrice nulle est elle-méme, donc si ¢ était diagonalisable, la matrice
de ¢ serait la matrice nulle dans toutes les bases, autrement dit ¢ serait 'application nulle. C’est le cas seulement si A
est le polynéme nul.

On en conclut que ¢ est diagonalisable si et seulement si o # 0 ou A = 0.
Correction de l’exercice 14 :

1) Par régles de compositions d’endomorphismes :
V(v,w) € LIE),YAER, ¢(Av+w)=uo(A+w)=uov+uow=Ap(v)+ d(w)

donc ¢ est bien un endomorphisme de L(E).

2) Soit A une valeur propre de ¢ est v # 0 un vecteur propre associé (élément de L(E)).

Alors u o v = Av donc pour tout z € E, u(v(z)) = Av(z). Or v # 0 donc il existe un vecteur = de E tel que v(z) # 0,
et d’apres ’égalité précédente v(zx) est donc un vecteur propre de u associé a la valeur propre A, donc A € Spec(u).

On a montré Spec(¢) C Spec(u).

3) Soit A € Spec(u). SoitE\ = Ker(u — Mdg) le sous-espace propre associé et F' un supplémentaire quelconque de E)
dans E. Posons p la projection de E sur E) parallelement & F' (comme E) # {0} on a p # 0).
Alors pour tout x =21 + 23 € E=E\® F, on a uop(x) =u(x)) = Ax; et Ap(z) = Axy.
On a donc : Vz € E, u(p(x)) = Ap(z) donc uop = Ap, ainsi p est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre .
Ainsi A € Spec(¢). On a montré Spec(u) C Spec(¢) donc finalement Spec(u) = Spec(¢).
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4) a) On peut raisonner directement par équivalence :
v € Ker(¢ — Ndg(gy) <= uov =X
<= Vz € E, ulv(z)) = (x)
<= Vr e E, (u—ANdg)(v(z))=0
< Im(v) C Ker(u — Aldg)

b) Ker(¢ — Ald.(p)) est 'ensemble des endomorphisme v de E dont I'image est dans E\ = Ker(u — Mdg).
Soit G = {v € L(E) | Im(v) C Ex}. Alors G = {v € L(E, E))} donc dim(Ker(¢ — Aldz(py)) = dim(G) =
dim(E) x dim(E))

¢) On a montré dans les questions précédentes que u et ¢ ont les mémes valeurs propres. Pour chaque valeur propre
A de u, notons EY le sous-espace propre de F associé a u, et Ef le sous espace propre de L(E) associé a ¢. Alors :

¢ est diagonalisable <= Z dim(Ef) = dim(L(E))
AESpec(¢)

= Y dim(E) x dim(E}) = dim(E) x dim(E)
AESpec(¢p)

= Y dim(E}) = dim(E)
AESpec(¢p)

<= u est diagonalisable

Correction de 1’exercice 15 :

1) La matrice de ¢ dans la base canonique est :

0 1 0 0 0 O
1 0 1 0 0 0 O
0 1 1 0 0 0
0 0 O 1 0 1 0
0 0 O 0 1 0 1
0 0 O 0 0 1 0
2) Soit z = (ml, Ce ,$2n+1) € R?n+1,
i) =0
r3 = —T1
g = —X9
x € Ker(p) < BT T
Ton+1 = —L2n-1
Xon = 0

{ Vk € {1,...,n},x2k =0
(.1'1,.’1?3,. .. ;372n+1> = (xh—xl,xl,. cey (—1)”3’,‘1)

< X € Vect ((1,0,—1,...,(=1)""1,0,(=1)")))
donc Ker(yp) = Vect ((1,0,—1,...,(=1)""*,0,(=1)")))
3) On en déduit dim(Ker(¢)) =1 donc rg(¢) = 2n + 1 — 1 = 2n d’aprés le théoréme du rang.

4) Soit y = (y1,--.,Y2n+1) € Ker(p) NIm(p) et z = (z1,...,22,41) € R tel que y = p(z)
y € Vect ((1,0,-1,...,(=1)""1,0,(=1)"))) donc
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Y1 = T2
Y2 = T1+ T3
Ys = T2+ T4
Yon = Toap—1+ Topg1
Yont1 = T2n
y2 = y4:...:y2n:0
i = —y=ys=-=(-1)"yan11
donc
r1+x3 = 0
rz3+x5s = 0
Ton—1+Topy1 = 0
Lo = —Tog—T4=T4+xg=" = (—1)n_1$2n_2 + (_1)n—1$2n = (_1)7]'-17271
d’ott 'on déduit que x9 + x4 = T4 + X6 = -+ = Tap—2 + Ta, = 0, d’olt également x5 = 3, = 0 donc p(z) = 0. On a

donc Ker(¢) NIm(p) = {0}, donc Ker(p) + Im(p) = Ker(p) & Im(yp).
Enfin, on a dim(Ker(p) & Im(¢)) = dim(Ker(yp)) + dim(Im(p)) = n d’apres le théoréme de Grassmann et le théoréme
du rang donc :

R?"! = Ker(p) @ Im(yp)

5) On a d’une :

eia(eib _'_efib) — ei(aer) _i_ei(afb)

donc

Im(em(eib + e*ib) = Im(ei(‘”b)) + Im(ei(“*b))
= sin(a + b) + sin(a — b)
et d’autre part, comme e? + e~ = 2 cos(b) :
Im(e(e® 4 e~%) = 2 cos(b)Im(e'®)
= 2 cos(b) sin(a)

d’ou I'égalité voulue.

6) Comme (2n 4 2)0 = 7 et que sin(7) = 0, la j-éme coordonnée de ¢(vy) est

sin(20) = sin(0 x 6) + sin(26) sij=1
sin(2nf) = sin(2nd) +sin((2n +2)0) sij=2n+1
sin((j — 1)8)) +sin((j + 1)9) sinon

dans tous les cas la j-éme coordonnée de p(vg) est bien sin((j — 1)6) + sin((5 + 1)6).

7) On a pour tout j € {1,2,...,2n + 1} :
sin((j — 1)0) +sin((§ + 1)0)) = sin(j0 — 0) + sin(j0 + 0) = 2 cos() sin(j6)

donc ¢(vg) = 2 cosbvy. De plus vy # 0 car 0 < 6 < 7 donc sin(d) > 0.
Ainsi vg est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre 2 cos 6.

8) Pour chaque valeur de k dans {1,...,2n + 1}, le réel 2cosf est valeur propre de . Or la fonction = — 2cosx est
strictement décroissante sur ]0; [ donc Papplication

{1,...2n+1} — ]—2;2]
L ‘)r’r\q( km \

\2n+2)
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est injective, et les réels { — = ; ; u¥ sont donc 2n + 1 valeurs propres distinctes de ¢ qui est
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